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Today’s Class

• An introduction to matrix algebra
 Scalars, vectors, and matrices 
 Basic matrix operations
 Advanced matrix operations

• An introduction to SAS PROC IML 
 Interactive matrix language
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Why Learning a Little Matrix Algebra is Important

• Matrix algebra is the alphabet of the language of statistics
 You will most likely encounter formulae with matrices very quickly

• For example, imagine you were interested in analyzing some 
repeated measures data…but things don’t go as planned
 From the SAS User’s Guide (PROC MIXED):
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Introduction and Motivation

• Nearly all multivariate statistical techniques are described with 
matrix algebra

• When new methods are developed, the first published work 
typically involves matrices
 It makes technical writing more concise – formulae are smaller

• Have you seen:
 ࢄܶࢄ ିଵ࢟ܶࢄ
 ઩઴઩் ൅ શ

• Useful tip:matrix algebra is a great way to get out of conversations 
and other awkward moments
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Definitions

• We begin this class with some general definitions (from 
dictionary.com):
 Matrix:
1. A rectangular array of numeric or algebraic quantities subject to 

mathematical operations
2. The substrate on or within which a fungus grows

 Algebra:
1. A branch of mathematics in which symbols, usually letters of the alphabet, 

represent numbers or members of a specified set and are used to 
represent quantities and to express general relationships that hold for all 
members of the set

2. A set together with a pair of binary operations defined on the set. Usually, 
the set and the operations include an identity element, and the 
operations are commutative or associative
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Why Learn Matrix Algebra

• Matrix algebra can seem very abstract from the purposes of this 
class (and statistics in general)

• Learning matrix algebra is important for:
 Understanding how statistical methods work

 And when to use them (or not use them)
 Understanding what statistical methods mean
 Reading and writing results from new statistical methods

• Today’s class is the first lecture of learning the language of 
multivariate statistics
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DATA EXAMPLE AND SAS
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A Guiding Example

• To demonstrate matrix algebra, we will make use of data
• Imagine that somehow I collected data SAT test scores for both the 

Math (SATM) and Verbal (SATV) sections of 1,000 students

• The descriptive statistics of this data set are given below:
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The Data…

In Excel: In SAS:
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Matrix Computing: PROC IML

• To help demonstrate the topics we will discuss today, I will be 
showing examples in SAS PROC IML

• The Interactive Matrix Language (IML) is a scientific computing 
package in SAS that typically used for statistical routines that aren’t 
programed elsewhere in SAS

• Useful documentation for IML:
http://support.sas.com/documentation/cdl/en/imlug/64248/HTML/de
fault/viewer.htm#langref_toc.htm

• A great web reference for IML:
http://www.psych.yorku.ca/lab/sas/iml.htm
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PROC IML Basics

• Proc IML is a proc step in SAS that runs without needing to use a 
preliminary data step

• To use IML the following lines of syntax are placed in a SAS file:

• The “reset print;” line makes every result get printed in the 
output window

• The IML syntax will go between the “reset print;” and the “quit;”
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DEFINITIONS OF MATRICES, 
VECTORS, AND SCALARS
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Matrices

• A matrix is a rectangular array of data
 Used for storing numbers

• Matrices can have unlimited dimensions
 For our purposes all matrices will have two dimensions:

 Row
 Columns

• Matrices are symbolized by boldface font in text, typically with 
capital letters
 Size (r rows x c columns)

܆ ൌ

520 580
520 550
⋮ ⋮

540 660 ሺଵ଴଴଴	௫	ଶሻ

SAT Verbal 
(Column 1)

SAT Math 
(Column 2)
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Vectors

• A vector is a matrix where one dimension is equal to size 1
 Column vector: a matrix of size ݎ	ݔ	1

࢞·ଵ ൌ

520
520
⋮

540 ଵ଴଴଴	௫	ଵ

 Row vector: a matrix of size 1	ݔ	ܿ
࢞ଵ· ൌ 520 580 ଵ	௫	ଶ

• Vectors are typically written in boldface font text, usually with lowercase letters

• The dots in the subscripts ࢞·ଵ and ࢞ଵ· represent the dimension aggregated across 
in the vector

 ࢞ଵ· is the first row and all columns of ܆
 ࢞·ଵ is the first column and all rows of ܆
 Sometimes the rows and columns are separated by a comma (making it possible to 

read double‐digits in either dimension)
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Matrix Elements

• A matrix (or vector) is composed of a set of elements
 Each element is denoted by its position in the matrix (row and column)

• For our matrix of data ܆ (size 1000 rows and 2 columns), each 
element is denoted by:

௜௝ݔ

 The first subscript is the index for the rows: i = 1,…,r (= 1000)
 The second subscript is the index for the columns: j = 1,…,c (= 2)

܆ ൌ

ଵଵݔ ଵଶݔ
ଶଵݔ ଶଶݔ
⋮ ⋮

ଵ଴଴଴,ଵݔ ଵ଴଴଴,ଶݔ ሺଵ଴଴଴	௫	ଶሻ
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Scalars

• A scalar is just a single number 

• The name scalar is important: the number “scales” a vector – it can 
make a vector “longer” or “shorter”

• Scalars are typically written without boldface:
ଵଵݔ ൌ 520

• Each element of a matrix is a scalar
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Matrix Transpose

• The transpose of a matrix is a reorganization of the matrix by 
switching the indices for the rows and columns

܆ ൌ

520 580
520 550
⋮ ⋮

540 660 ሺଵ଴଴଴	௫	ଶሻ

்܆ ൌ 520 520 ⋯ 540
580 550 ⋯ 660 ଶ	௫	ଵ଴଴଴

• An element ݔ௜௝ in the original matrix ܆ is now ݔ௝௜ in the transposed 
matrix ்܆

• Transposes are used to align matrices for operations where the 
sizes of matrices matter (such as matrix multiplication)
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Types of Matrices

• Square Matrix: A square matrix has the same number of rows 
and columns
 Correlation/covariance matrices are square matrices

• Diagonal Matrix: A diagonal matrix is a square matrix with non‐zero 
diagonal elements (ݔ௜௝ ് 0	for	݅ ൌ ݆ሻ	and zeros on the off‐diagonal 
elements (ݔ௜௝ ൌ 0	for	݅ ് ݆):

ۯ ൌ
2.759 0 0
0 1.643 0
0 0 0.879

 We will use diagonal matrices to form correlation matrices

• Symmetric Matrix: A symmetric matrix is a square matrix where all 
elements are reflected across the diagonal (ܽ௜௝ ൌ ௝ܽ௜ሻ
 Correlation and covariance matrices are symmetric matrices
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VECTORS
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Vectors in Space…

• Vectors (row or column) can be represented as lines on a Cartesian 
coordinate system (a graph)

• Consider the vectors: ܉ ൌ 1
2 and ܊ ൌ 2

3
• A graph of these vectors would be:

• Question: how would a column vector for each of our example 
variables (SATM and SATV) be plotted?
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Vector Length

• The length of a vector emanating from the origin is given by the 
Pythagorean formula 
 This is also called the Euclidean distance between the endpoint of the 

vector and the origin

ܠܮ ൌ ଵଵଶݔ ൅ ଶଵଶݔ ൅ ⋯൅ ௥ଵଶݔ ൌ ܠ

• From the last slide:  ܉ ൌ 5 ൌ 2.24;  ܊ ൌ 13 ൌ 3.61

• From our data: 
܄܂ۯ܁ ൌ 15,868.138; ۻ܂ۯ܁ ൌ 15,964.42

• In data: length is an analog to the standard deviation
 In mean‐centered variables, the length is the square root of the sum of 

mean deviations (not quite the SD, but close)
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Vector Addition

• Vectors can be added together so that a new vector is formed

• Vector addition is done element‐wise, by adding each of the 
respective elements together:
 The new vector has the same number of rows and columns

܋ ൌ ܉ ൅ ܊ ൌ 1
2 ൅ 2

3 ൌ 3
5

 Geometrically, this creates a new vector along either of the previous two 
 Starting at the origin and ending at a new point in space

• In Data: a new variable (say, SAT total) is the result of 
vector addition

ࡸ࡭ࢀࡻࢀࢀ࡭ࡿ ൌ ࢞.ଵ	 ൅ ࢞.ଶ
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Vector Addition: Geometrically
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Vector Multiplication by Scalar

• Vectors can be multiplied by scalars
 All elements are multiplied by the scalar

܌ ൌ ܉2 ൌ 2 1
2 ൌ 2

4

• Scalar multiplication changes the length of the vector:
܌ ൌ 2ଶ ൅ 4ଶ ൌ 20 ൌ 4.47

• This is where the term scalar comes from: a scalar ends up 
“rescaling” (resizing) a vector

• In Data: the GLM (where X is a matrix of data) the fixed effects 
(slopes) are scalars multiplying the data
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Scalar Multiplication: Geometrically
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Linear Combinations

• Addition of a set of vectors (all multiplied by scalars) is called a 
linear combination:

ܡ ൌ ܽଵܠଵ ൅ ܽଶܠଶ ൅ ⋯൅ ܽ௞ܠ௞

• Here, ܡ is the linear combination
 For all k vectors, the set of all possible linear combinations is called 

their span
 Typically not thought of in most analyses – but when working with things 

that don’t exist (latent variables) becomes somewhat important

• In Data: linear combinations happen frequently:
 Linear models (i.e., Regression and ANOVA)
 Principal components analysis (later today)
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Linear Dependencies

• A set of vectors are said to be linearly dependent if
ܽଵܠଵ ൅ ܽଶܠଶ ൅⋯൅ ܽ௞ܠ௞ ൌ 0

‐and‐
ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௞ are all not zero

• Example: let’s make a new variable – SAT Total:
ܔ܉ܜܗܜ܂ۯ܁ ൌ 1 ∗ ܄܂ۯ܁ ൅ 1 ∗ ۻ܂ۯ܁

• The new variable is linearly dependent with the others:
1 ∗ ܄܂ۯ܁ ൅ 1 ∗ ൅ۻ܂ۯ܁ ሺെ1ሻ ∗ ܔ܉ܜܗܜ܂ۯ܁ ൌ ૙

• In Data: (multi) collinearity is a linear dependency. Linear 
dependencies are bad for statistical analyses that use matrix 
inverses (discussed soon). 
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Inner (Dot) Product of Vectors

• An important concept in vector geometry is that of the inner 
product of two vectors
 The inner product is also called the dot product

܉ · ܊ ൌ ܊்܉ ൌ ܽଵଵܾଵଵ ൅ ܽଶଵܾଶଵ ൅ ⋯൅ ܽேଵܾேଵ ൌ෍ܽ௜ଵܾ௜ଵ

ே

௜ୀଵ

• The dot or inner product is related to the angle between vectors 
and to the projection of one vector onto another

• From our example:	܉ · ܊ ൌ 1 ∗ 2 ൅ 2 ∗ 3 ൌ 8
• From our data: ࢞.ଵ ⋅ ࢞.ଶ ൌ 251,928,400

• In data: the angle between vectors is related to the correlation 
between variables and the projection is related to 
regression/ANOVA/linear models

PSYC 943: Lecture 5 28



Angle Between Vectors

• As vectors are conceptualized geometrically, the angle between two 
vectors can be calculated

௔௕ߠ ൌ cosିଵ
܉ · ࢈
܉ ܊

• From the example: 

௔௕ߠ ൌ cosିଵ
8
5 13

ൌ 0.12

• From our data:

ௌ஺்௏,ௌ஺்ெߠ ൌ cosିଵ
251,928,400

15,868.138 15,946.42
ൌ 0.105
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In Data: Cosine Angle = Correlation

• If you have data that are:
 Placed into vectors
 Centered by the mean (subtract the mean from each observation)

• …then the cosine of the angle between those vectors is the 
correlation between the variables:

௔௕ݎ ൌ ݏ݋ܿ ௔௕ߠ ൌ
܉ · ࢈
܉ ܊ ൌ

∑ ܽ௜ଵ െ തܽ ܾ௜ଵ െ തܾே
௜ୀଵ

∑ ܽ௜ଵ െ തܽ ଶே
௜ୀଵ ∑ ܾ௜ଵ െ തܾ ଶே

௜ୀଵ

For the SAT example data (using mean centered variables):

ௌ஺்௏,ௌ஺்ெݎ ൌ cos ௌ஺்௏௖,ௌ஺்ெ௖ߠ ൌ cos
3,132,223.6

1,573.956 ∗ 2,567.0425
ൌ .775
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Vector Projections

• A final vector property that shows up in statistical terms frequently 
is that of a projection

• The projection of a vector ܉ onto ܊ is the orthogonal projection of ܉
onto the straight line defined by ܊
 The projection is the “shadow” of one vector onto the other:

܊	୮୰୭୨܉ ൌ
܉ · ܊
܊ ଶ ܊

• In data: linear models can be
thought of as projections 
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Vector Projections Example

• To provide a bit more context for vector projections, let’s consider 
the projection of SATV onto SATM:

ࡹࢀ࡭ࡿ	୮୰୭୨ࢂࢀ࡭ࡿ ൌ
ࢂࢀ࡭ࡿ · ࡹࢀ࡭ࡿ

ࡹࢀ࡭ࡿ ଶ ࡹࢀ࡭ࡿ

• The first portion turns out to be:
ࢂࢀ࡭ࡿ · ࡹࢀ࡭ࡿ

ࡹࢀ࡭ࡿ ଶ ൌ
251,928,400
15,964.42 ଶ ൌ .475

• This is also the regression slope ߚଵ:
ܶܣܵ ௣ܸ ൌ ଴ߚ ൅ ௣ܯܶܣଵܵߚ ൅ ݁௣

PSYC 943: Lecture 5 32



MATRIX ALGEBRA
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Moving from Vectors to Matrices

• A matrix can be thought of as a collection of vectors
 Matrix operations are vector operations on steroids

• Matrix algebra defines a set of operations and entities on matrices
 I will present a version meant to mirror your previous algebra experiences

• Definitions:
 Identity matrix
 Zero vector
 Ones vector

• Basic Operations:
 Addition
 Subtraction
 Multiplication
 “Division”
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Matrix Addition and Subtraction

• Matrix addition and subtraction are much like vector 
addition/subtraction

• Rules:
 Matrices must be the same size (rows and columns)

• Method:
 The new matrix is constructed of element‐by‐element addition/subtraction 

of the previous matrices

• Order:
 The order of the matrices (pre‐ and post‐) does not matter
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Matrix Addition/Subtraction 
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Matrix Multiplication

• Matrix multiplication is a bit more complicated
 The new matrix may be a different size from either of the two 

multiplying matrices
௞ሻ	௫	௖ሻ۰ሺ௖	௫	ሺ௥ۯ ൌ ۱ሺ௥	௫	௞ሻ

• Rules:
 Pre‐multiplying matrix must have number of columns equal to the number 

of rows of the post‐multiplying matrix

• Method:
 The elements of the new matrix consist of the inner (dot) product of the 

row vectors of the pre‐multiplying matrix and the column vectors of the 
post‐multiplying matrix 

• Order:
 The order of the matrices (pre‐ and post‐) matters
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Matrix Multiplication
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Multiplication in Statistics

• Many statistical formulae with summation can be re‐expressed 
with matrices

• A common matrix multiplication form is: ܆்܆
 Diagonal elements: ∑ ௜ܺ

ଶே
௜ୀଵ

 Off‐diagonal elements: ∑ ௜ܺ௔ ௜ܺ௕	
ே
௜ୀଵ

• For our SAT example: 

܆்܆ ൌ

෍ܵܶܣ ௜ܸ
ଶ

ே

௜ୀଵ

෍ܵܶܣ ௜ܸܵܯܶܣ௜

ே

௜ୀଵ

෍ܵܶܣ ௜ܸܵܯܶܣ௜

ே

௜ୀଵ

෍ܵܯܶܣ௜
ଶ

ே

௜ୀଵ

ൌ 251,797,800 251,928,400
251,928,400 254,862,700
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Identity Matrix

• The identity matrix is a matrix that, when pre‐ or post‐multiplied by 
another matrix results in the original matrix:

۷ۯ ൌ ۯ
ۯ۷ ൌ ۯ

• The identity matrix is a square matrix that has:
 Diagonal elements = 1
 Off‐diagonal elements = 0

ܫ ଷ	௫	ଷ ൌ
1 0 0
0 1 0
0 0 1
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Zero Vector

• The zero vector is a column vector of zeros

૙ሺଷ	௫	ଵሻ ൌ
0
0
0

• When pre‐ or post‐multiplied the result is the zero vector:
૙ۯ ൌ ૙
૙ۯ ൌ ૙
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Ones Vector

• A ones vector is a column vector of 1s:

૚ሺଷ	௫	ଵሻ ൌ
1
1
1

• The ones vector is useful for calculating statistical terms, such as the 
mean vector and the covariance matrix
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Matrix “Division”: The Inverse Matrix

• Division from algebra:
 First: 	௔

௕
ൌ ଵ

௕
ܽ ൌ ܾିଵܽ

 Second: ௔
௔
ൌ 1

• “Division” in matrices serves a similar role
 For square and symmetric matrices, an inverse matrix is a matrix that when 

pre‐ or post‐multiplied with another matrix produces the identity matrix:
ۯଵିۯ ൌ ۷
૚ିۯۯ ൌ ۷

• Calculation of the matrix inverse is complicated
 Even computers have a tough time

• Not all matrices can be inverted
 Non‐invertible matrices are called singular matrices

 In statistics, singular matrices are commonly caused by linear dependencies
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The Inverse

• In data: the inverse shows up constantly in statistics
 Models which assume some type of (multivariate) normality need an 

inverse covariance matrix

• Using our SAT example
 Our data matrix was size (1000 x 2), which is not invertible
 However ܆்܆ was size (2 x 2) – square, and symmetric

܆்܆ ൌ 251,797,800 251,928,400
251,928,400 254,862,700

 The inverse is:

܆்܆ ିଵ ൌ ܧ3.61 െ 7 െ3.57ܧ െ 7
െ3.57ܧ െ 7 ܧ3.56 െ 7
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Matrix Algebra Operations 

•

•

•

•

• ் ் ்

•

• ் ்

•

•

•

• ் ் ்

• For  ௝ such that  ௝ exists:

௝

ே

௝ୀଵ
௝

ே

௝ୀଵ

௝ ௝
்

ே

௝ୀଵ

௝ ௝
்

ே

௝ୀଵ

்
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ADVANCED MATRIX OPERATIONS
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Advanced Matrix Functions/Operations

• We end our matrix discussion with some advanced topics
 All related to multivariate statistical analysis

• To help us throughout, let’s consider the correlation matrix of our 
SAT data:

܀ ൌ	 1.00 0.78
0.78 1.00
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Matrix Trace

• For a square matrix ۯ with p rows/columns, the trace is the sum of 
the diagonal elements:

ۯݎݐ ൌ෍ܽ௜௜

௣

௜ୀଵ
• For our data, the trace of the correlation matrix is 2

 For all correlation matrices, the trace is equal to the number of variables 
because all diagonal elements are 1

• The trace is considered the total variance in multivariate statistics
 Used as a target to recover when applying statistical models
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Matrix Determinants
• A square matrix can be characterized by a scalar value called a 

determinant:
det ۯ ൌ ۯ

• Calculation of the determinant is tedious
 Our determinant was 0.3916

• The determinant is useful in statistics:
 Shows up in multivariate statistical distributions
 Is a measure of “generalized” variance of multiple variables

• If the determinant is positive, the matrix is called positive definite
 Is invertible

• If the determinant is not positive, the matrix is called 
non‐positive definite

 Not invertible 
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MULTIVARIATE STATISTICS 
AND DISTRIBUTIONS
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Multivariate Statistics
• Up to this point in this course, we have focused on the prediction (or 

modeling) of a single variable
 Conditional distributions (aka, generalized linear models)

• Multivariate statistics is about exploring joint distributions
 How variables relate to each other simultaneously

• Therefore, we must adapt our conditional distributions to have multiple 
variables, simultaneously (later, as multiple outcomes)

• We will now look at the joint distributions of two variables ݂ ,ଵݔ ଶݔ or in 
matrix form: ݂ ܆ (where ܆ is size N x 2; ݂ ܆ gives a scalar/single 
number)

 Beginning with two, then moving to anything more than two
 We will begin by looking at multivariate descriptive statistics

 Mean vectors and covariance matrices

• Today, we will only consider the joint distribution of sets of variables –
but next time we will put this into a GLM‐like setup

 The joint distribution will the be conditional on other variables
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Multiple Means: The Mean Vector

• We can use a vector to describe the set of means for our data

തܠ ൌ
1
ܰ ܆

்૚ ൌ

ଵݔ̅
ଶݔ̅
⋮
௏ݔ̅

 Here ૚ is a N x 1 vector of 1s
 The resulting mean vector is a v x 1 vector of means

• For our data:

തܠ ൌ 499.32
499.27 ൌ ௌ஺்௏ݔ̅

ௌ஺்ெݔ̅
• In SAS PROC IML:
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Mean Vector: Graphically

• The mean vector is the center of the distribution of 
both variables
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Covariance of a Pair of Variables

• The covariance is a measure of the relatedness
 Expressed in the product of the units of the two variables:

௫భ௫మݏ ൌ
1
ܰ෍ ௣ଵݔ െ ଵݔ̅ ௣ଶݔ െ ଶݔ̅

ே

௣ୀଵ
 The covariance between SATV and SATM was 3,132.22 

(in SAT Verbal‐Maths)
 The denominator N is the ML version – unbiased is N‐1

• Because the units of the covariance are difficult to understand, we 
more commonly describe association (correlation) between two 
variables with correlation
 Covariance divided by the product of each variable’s standard deviation
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Correlation of a Pair of Varibles

• Correlation is covariance divided by the product of the standard 
deviation of each variable:

௫భ௫మݎ ൌ
	௫భ௫మݏ

௫భݏ
ଶ ௫మݏ

ଶ

 The correlation between SATM and SATV was 0.78

• Correlation is unitless – it only ranges between ‐1 and 1
 If ݔଵ and ଶݔ both had variances of 1, the covariance between them would 

be a correlation
 Covariance of standardized variables = correlation
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Covariance and Correlation in Matrices

• The covariance matrix (for any number of variables v) is found by:

܁ ൌ
1
ܰ ܆ െ ૚ܠത் ் ܆ െ ૚ܠത் ൌ

௫భݏ
ଶ ⋯ ௫భ௫ೇݏ
⋮ ⋱ ⋮

௫భ௫ೇݏ ⋯ ௫ೇݏ
ଶ

• In SAS PROC IML:

• ܁ ൌ 2,477.34 3,123.22
3,132.22 6,589.71
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From Covariance to Correlation

• If we take the SDs (the square root of the diagonal of the covariance 
matrix) and put them into a diagonal matrix ۲, the correlation 
matrix is found by:

܀ ൌ ۲ିଵ۲ି܁ଵ ൌ

௫భݏ
ଶ

௫భݏ
ଶ ௫భݏ

ଶ
⋯

௫భ௫೛ݏ

௫భݏ
ଶ ௫ೇݏ

ଶ

⋮ ⋱ ⋮
௫భ௫ೇݏ

௫భݏ
ଶ ௫ೇݏ

ଶ
⋯

௫ೇݏ
ଶ

௫ೇݏ
ଶ ௫ೇݏ

ଶ

ൌ
1 ⋯ ௫భ௫ೇݎ
⋮ ⋱ ⋮

௫భ௫ೇݎ ⋯ 1
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Example Covariance Matrix

• For our data, the covariance matrix was:

܁ ൌ 2,477.34 3,123.22
3,132.22 6,589.71

• The diagonal matrix ۲ was:

۲ ൌ
2,477.34 0
0 6,589.71

ൌ 49.77 0
0 81.18

• The correlation matrix ܀ was:

܀ ൌ ۲ିଵ۲ି܁ଵ ൌ

1
49.77 0

0
1

81.18

2,477.34 3,123.22
3,132.22 6,589.71

1
49.77 0

0
1

81.18
	܀ ൌ 1.00 .78

.78 1.00
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In SAS:
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Generalized Variance
• The determinant of the covariance matrix is the generalized variance

Generalized	Sample	Variance ൌ 	 ܁

• It is a measure of spread across all variables
 Reflecting how much overlap (covariance) in variables occurs in the sample
 Amount of overlap reduces the generalized sample variance
 Generalized variance from our SAT example: 6,514,104.5
 Generalized variance if zero covariance/correlation: 16,324,929

• The generalized sample variance is:
 Largest when variables are uncorrelated
 Zero when variables form a linear dependency

• In data:
 The generalized variance is seldom used descriptively, but shows up more 

frequently in maximum likelihood functions
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Total Sample Variance

• The total sample variance is the sum of the variances of each 
variable in the sample
 The sum of the diagonal elements of the sample covariance matrix
 The trace of the sample covariance matrix

݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ	݈݁݌݉ܽܵ	݈ܽݐ݋ܶ ൌ 	෍ݏ௫೔
ଶ

௏

௩ୀଵ

ൌ tr	܁	

• Total sample variance for our SAT example: 

• The total sample variance does not take into consideration the 
covariances among the variables
 Will not equal zero if linearly dependency exists

• In data:
 The total sample variance is commonly used as the denominator (target) 

when calculating variance accounted for measures
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MULTIVARIATE DISTRIBUTIONS 
(VARIABLES ≥ 2)
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Multivariate Normal Distribution

• The multivariate normal distribution is the generalization of the 
univariate normal distribution to multiple variables
 The bivariate normal distribution just shown is part of the MVN

• The MVN provides the relative likelihood of observing all V variables 
for a subject p simultaneously:

௣ܠ ൌ ௣ଵݔ ௣ଶݔ … ௣௏ݔ

• The multivariate normal density function is:

݂ ௣ܠ ൌ
1

ߨ2
௏
ଶ ઱

ଵ
ଶ
exp െ

௣்ܠ െ ࣆ ்઱ିଵ ௣்ܠ െ ࣆ
2
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The Multivariate Normal Distribution

݂ ௣ܠ ൌ
1

ߨ2
௏
ଶ ઱

ଵ
ଶ
exp െ

௣்ܠ െ ࣆ ்઱ିଵ ௣்ܠ െ ࣆ
2

• The mean vector is ࣆ ൌ

௫భߤ
௫మߤ
⋮
௫ೇߤ

• The covariance matrix is ઱ ൌ

௫భߪ
ଶ ௫భ௫మߪ ⋯ ௫భ௫ೇߪ

௫భ௫మߪ ௫మߪ
ଶ ⋯ ௫మ௫ೇߪ

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
௫భ௫ೇߪ ௫మ௫ೇߪ ⋯ ௫ೇߪ

ଶ

 The covariance matrix must be non‐singular (invertible)
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Comparing Univariate and Multivariate Normal Distributions

• The univariate normal distribution:

݂ ௣ݔ ൌ
1
ଶߪߨ2

exp െ
ݔ െ ߤ ଶ

ଶߪ2

• The univariate normal, rewritten with a little algebra:

݂ ௣ݔ ൌ
1

ߨ2
ଵ
ଶ|ߪଶ|

ଵ
ଶ
exp െ

ݔ െ ߤ ିߪ
ଵ
ଶ ݔ െ ߤ

2

• The multivariate normal distribution

݂ ௣ܠ ൌ
1

ߨ2
௏
ଶ ઱

ଵ
ଶ
exp െ

௣்ܠ െ ࣆ ்઱ିଵ ௣்ܠ െ ࣆ
2

 When ܸ ൌ 1 (one variable), the MVN is a univariate normal distribution
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The Exponent Term

• The term in the exponent (without the െଵ
ଶ
) is called the squared 

Mahalanobis Distance
݀ଶ ࢞௣ ൌ ௣்ܠ െ ࣆ ்઱ିଵ ௣்ܠ െ ࣆ

 Sometimes called the statistical distance

 Describes how far an observation is from its mean vector, in 
standardized units

 Like a multivariate Z score (but, if data are MVN, is actually distributed as a 
߯ଶvariable with DF = number of variables in X)

 Can be used to assess if data follow MVN
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Multivariate Normal Notation

• Standard notation for the multivariate normal distribution of v
variables is  ௩ܰ ,ࣆ ઱
 Our SAT example would use a bivariate normal:  ଶܰ ,ࣆ ઱

• In data:
 The multivariate normal distribution serves as the basis for most every 

statistical technique commonly used in the social and educational sciences
 General linear models (ANOVA, regression, MANOVA)
 General linear mixed models (HLM/multilevel models)
 Factor and structural equation models (EFA, CFA, SEM, path models)
 Multiple imputation for missing data

 Simply put, the world of commonly used statistics revolves around the 
multivariate normal distribution
 Understanding it is the key to understanding many statistical methods
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Bivariate Normal Plot #1

ࣆ ൌ
௫భߤ
௫మߤ

ൌ 0
0 , ઱ ൌ

௫భߪ
ଶ ௫భ௫మߪ

௫భ௫మߪ ௫మߪ
ଶ ൌ 1 0

0 1

Density Surface (3D) Density Surface (2D): 
Contour Plot
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Bivariate Normal Plot #2 (Multivariate Normal)

ࣆ ൌ
௫భߤ
௫మߤ

ൌ 0
0 , ઱ ൌ

௫భߪ
ଶ ௫భ௫మߪ

௫భ௫మߪ ௫మߪ
ଶ ൌ 1 .5

.5 1

Density Surface (3D) Density Surface (2D): 
Contour Plot
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Multivariate Normal Properties

• The multivariate normal distribution has some useful properties 
that show up in statistical methods

• If ܆ is distributed multivariate normally:
1. Linear combinations of ܆ are normally distributed

2. All subsets of ܆ are multivariate normally distributed

3. A zero covariance between a pair of variables of ܆ implies that the 
variables are independent

4. Conditional distributions of ܆ are multivariate normal
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Multivariate Normal Distribution in PROC IML

• To demonstrate how the MVN works, we will now investigate how 
the PDF provides the likelihood (height) for a given observation:
 Here we will use the SAT data and assume the sample mean vector and 

covariance matrix are known to be the true:

ࣆ ൌ 499.32
498.27 ; ܁ ൌ 2,477.34 3,123.22

3,132.22 6,589.71

• We will compute the likelihood value for several observations (SEE 
EXAMPLE SAS SYNTAX FOR HOW THIS WORKS):
 ࢞଺ଷଵ,⋅ ൌ 590 730 ; ݂ ࢞ ൌ 0.00000087528
 ࢞଻ଵ଻,⋅ ൌ 340 300 ; ݂ ࢞ ൌ 0.00000037082
 ࢞ ൌ ഥ࢞ ൌ 499.32 498.27 ; ݂ ࢞ ൌ 0.0000624

• Note: this is the height for these observations, not the joint 
likelihood across all the data 
 Next time we will use PROC MIXED to find the parameters in ࣆ and ઱ using 

maximum likelihood
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Likelihoods…From SAS

PSYC 943: Lecture 5

݂ ௣ܠ ൌ
1

ߨ2
௩
ଶ		 ઱

ଵ
ଶ
exp െ

௣்ܠ െ ࣆ ்઱ିଵ ௣்ܠ െ ࣆ
2
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WRAPPING UP
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Wrapping Up

• Matrix algebra is the language of multivariate statistics
 Learning the basics will help you read work (both new old)

• Over the course of the rest of the semester, we will use matrix 
algebra frequently
 It provides for more concise formulae

• In practice, we will use matrix algebra very little
 But understanding how it works is the key to understanding how statistical 

methods work and are related
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Wrapping Up

• The last two classes set the stage to discuss multivariate statistical 
methods that use maximum likelihood

• Matrix algebra was necessary so as to concisely talk about our 
distributions (which will soon be models)

• The multivariate normal distribution will be necessary to 
understand as it is the most commonly used distribution for 
estimation of multivariate models

• Next week we will get back into data analysis – but for multivariate 
observations…using SAS PROC MIXED
 Each term of the MVN will be mapped onto the PROC MIXED output
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