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THE ANALYSIS OF COVARIANCETHE ANALYSIS OF COVARIANCE



The Analysis of Covariance

• In a completely randomized design subjects are 
randomly assigned to the experimental treatments

• The completely randomized design is relatively deficient 
in power

If h i i bl il bl b f h f• If there is a variable available before the start of 
experiment that is reasonably correlated with the 
dependent variable (i.e., control variable, concomitant depe de a ab e ( e , co o a ab e, co co a
variable, or covariate; e.g., intelligence, grade point 
average, etc.), we may either employ blocking or 
t ti ti l dj t tstatistical adjustment



The Analysis of Covariance

• The randomized‐blocks design includes groups of 
homogeneous subjects drawn from respective blocksg j p

• Advantages of the randomized‐blocks design are:Advantages of the randomized blocks design are:
Blocking helps to equate the treatment groups before the 
start of the experiment more effectively than is 

l h d h l l d d daccomplished in the completely randomized design

The power is increased because smaller error term usuallyThe power is increased because smaller error term usually 
associated with the blocking design

Interactions can be assessed



The Analysis of Covariance

• Disadvantages may include: 
There will be cost of introducing the blocking factorg g

It may be difficult to find blocking factors that are highly 
l t d ith th d d t i blcorrelated with the dependent variable

Loss of power may occur if a poorly correlated blocking p y p y g
factor is used



The Analysis of Covariance

• The analysis of covariance reduces experimental error 
by statistical, rather than experimental, meansy , p ,

• Subjects are first measured on the concomitant variableSubjects are first measured on the concomitant variable 
called the covariate which consists of some relevant 
ability or characteristics

• Subjects are then randomly assigned to the treatment j y g
group without regard for their scores on the covariate



The Analysis of Covariance

• The analysis of covariance refines estimates of 
experimental error and uses the adjust treatment p j
effects for any differences between the treatment 
groups that existed before the experimental treatments 
were administered



Today’s Example Data

• We will rehash data from Section 11.5 

• A researcher was studying the effects of instructional 
material on how well college students learn basicmaterial on how well college students learn basic 
concepts in statistics

Two instructional material groups (a = 2)
Pretest given – General quantitative ability (now called the 
covariate X)
DV – Scores on a test on basic statistics test (Y)DV – Scores on a test on basic statistics test (Y)



The Data

Group a1 Group a2

X Y X Y
11 9 3 2
6 1 7 3
5 2 11 7
8 3 9 12
9 5 5 5
4 2 10 94 2 10 9
9 4 7 6
12 6 4 4

Mean: 8 4 7 6



Our Data – As a Plot…



COVARIANCE AND LINEARCOVARIANCE AND LINEAR 
REGRESSION



Covariance and Linear Regression

• The correlation 
coefficient between two 

• Where the covariance 
between X and Y is:
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With Our Data Set

• The correlation 
coefficient between two 

• Where the covariance 
between X and Y is:

variables X and Y is:
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Other Useful Terms (Will Help in ANCOVA)

• We may define the sum of products:
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THE LINEAR REGRESSIONTHE LINEAR REGRESSION 
EQUATION



The Linear Regression Equation

• The linear regression line relating the dependent 
variable Y to the covariate X is:

• And the prediction equation for i is:
iii EXY ++= 10 ββ

And the prediction equation for i is:

• Where:
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With Our Data…

• The linear regression line relating the dependent 
variable Y to the covariate X is:

• And the prediction equation for i is:
iii EXY ++= 10 ββ

And the prediction equation for i is:

iii XXbbY 720.403.ˆ
10 +−=+=
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Regression Hypothesis Tests

• In regression, the key hypothesis test we are worried 
about is that for the slope, b1p , 1

H0: β1 = 0
H1: β1 ≠ 0

• Using these hypotheses, and our method for calculating 
f f Ch t 14 (th GLM h t )sums of squares from Chapter 14 (the GLM chapter), we 

can then create an ANOVA‐like table for the regression.

We need: H H• We need: 0
exp

H
unSS 1

exp
H
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Regression Sums of Squares

• Recall that           came from calculating the sums of 
squares where the predicted value came from the linear 

0
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It was treatment + error
In regression the corresponding predicted values are:In regression the corresponding predicted values are:
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Regression Sums of Squares

• Recall that           came from calculating the sums of 
squares where the predicted value came from the linear 

1
exp

H
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q p
model when H1 was true

It was error
In regression the corresponding predicted values are:

ii XbbY 10
ˆ +=

• The             comes from the number of observations (16) 
minus the number of parameters (2), so…
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1
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H
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Residual Variation and the Linear Model

• Another way of looking at Sums of Squares:

• The sum of the squared deviation from the mean is the• The sum of the squared deviation from the mean is the 
Sums of Squares Total:
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Putting it Together in an ANOVA Table:

• See Excel worksheet on ELC for computations



Residual Variation and the Linear Model

• The amount of the Y variability that can be attributed to 
the regression equation is:g q

XYYregression SSSSSS |−=

• The squared correlation coefficient (or what we call the 
effect size eta‐squared) is:q )

2 regressionSS
437.2 ==

Y
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XY SS

r



Now with SPSS



THE ANALYSIS OF COVARIANCETHE ANALYSIS OF COVARIANCE



The Analysis of Covariance

• Now that we know a little about regression, we can use 
it to improve power to detect group differences in an p p g p
ANOVA‐like experimental design

• ANCOVA tests for differences between groups by 
comparing a description of the data based on a single 
regression line to one based on lines with the same 
slope and different intercepts for each group



In the Beginning…There was the ANOVA 
Model

• Recall our GLM – representation of ANOVA:

• The H1 model:

The H model

ijjTij EY ++= αμ

• The H0 model:

ijTij EY += μ

• ANCOVA adds in the covariate X to the model…

ijTij μ



The Analysis of Covariance and the General 
Linear Model

• For the analysis of covariance, the alternative‐
hypothesis model is:yp

ijijjij EXY +++= 10 βαβ

• And the null‐hypothesis model (testing the effect of the 
treatment means) is:)

ijijij EXY ++= 10 ββ



Decomposing ANCOVA

• If the H1 model holds in ANCOVA, it means that the 
intercepts of the regression line differ across groups:p g g p

• For our 2‐group example that means, for group 1:For our 2 group example that means, for group 1:

( ) 111101 iii EXY +++= βαβ

• For group 2:

( ) EXY ββ( ) 221202 iii EXY +++= βαβ



Does it? Hmm…

H0 Model – same intercepts H1 Model – Diff. Intercepts



...Its a Question of Statistical Significance

• Using our knowledge of GLM, we could form SS for each 
of the possible categories…or we could use SPSS:p g

Covariate (X – the 
score on the generalscore on the general 
quantitative test)

Treatment group (A)



Comparing ANOVA and ANCOVA

ANOVA ANCOVA



The Difference? Adjusted Means

• For ANCOVA, the adjusted mean (or Least Squares 
Mean) is:)

( )XXbYY −−=' ( )Tij XXbYY = 1



What about the Rest of ANOVA

• All of the rest of ANOVA happens on the adjusted 
means…like contrasts…or post hoc tests

Both of which are made easy in SPSSBoth of which are made easy in SPSS

• The design can be extended to include more factors and 
more covariates

• Of course, things get more tedious to understand as you addOf course, things get more tedious to understand as you add 
more variables

Th k i t li th t if i t i ifi tl• The key is to realize that if your covariate significantly 
predicts Y (above and beyond the group variable), you will 
have more power to detect group differences



ASSUMPTIONS UNDERLYING THEASSUMPTIONS UNDERLYING THE 
ANALYSIS OF COVARIANCE



Assumptions Underlying the Analysis of 
Covariance

• Three assumptions in addition to the usual analysis of 
variance assumptions are: 
1. The assumption of linear regression: The deviations from 

regression are normally and independently distributed in the 
population, with means of zero and homogeneous variancespopulation, with means of zero and homogeneous variances

Hard to check definitively

2. The assumption of homogeneous group regression coefficients: 
The within groups regression coefficient is actually an average ofThe within groups regression coefficient is actually an average of 
the regression coefficients for the respective treatment groups

Can be checked by adding an interaction term between the covariate 
and group variableand group variable

3. The exact measurement of the covariate: The covariate is 
measured without error

Ubiquitous termUbiquitous term



Checking the Homogeneity of Slopes 
Assumptionp

• You can easily check the homogeneity of slopes 
assumption by testing the interaction between your p y g y
group IV and the covariate

• The H1 model becomes:
( ) ijijjijjij EXXY ++++= αββαβ 10

• If true, it implies, for group 1:

( ) ijijjijjij βββ 10

( ) ( )[ ] EXY ++++= αββαβ
• And for group 2:

( ) ( )[ ] 1111101 iii EXY ++++= αββαβ

( ) ( )[ ] EXY ++++= αββαβ( ) ( )[ ] 2221202 iii EXY ++++= αββαβ



In SPSS

• Does it meet our assumption of homogeneity of slopes?



Wrapping Up…

• Today’s class covered a method for controlling for 
important variables in an experiment: ANCOVAp p

• ANCOVA is a general technique that adds additionalANCOVA is a general technique that adds additional 
(continuous/quantitative) variables to a model and 
adjusts for the values of such variables

• Any ANOVA design can include such variablesy g



Up Next…

• In lab tonight:
How to do ANCOVA in SPSS

• Homework:Homework:
Assigned in the morning, due next week before class

• Reading for next week:
Chapter 16: Within Subject Designs

• Only two lectures left!


